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Rayon de convergence

QCORP SERE. 1 (= Kg

Soit )~ a,z" une série entiére, dont on note R le rayon de convergence.
n

1. Enoncer et démontrer le lemme d'Abel.
2. Définir le rayon de convergence R, ainsi que le disque de convergence de la série entiére.

3. En déduire le comportement de Z anz" sur :
n

{zEC ’ \z]<R} et {ZGC ‘ ]z|>R}.

4. Comment adapte-t-on le vocabulaire pour des séries entieres de la variable réelle ?

QCOP SERE.2 Boxw

1. Que peut-on dire du comportement d'une série entiére au bord de son disque de convergence ?

z" z"
2. On considere les trois séries entiéres > 2", —et > =
n n
a) Montrer que ces trois séries entiéres ont pour rayon de convergence 1.
b) Etudier, en z =1 et z = —1, la nature de ces trois séries.
c) Qu'en conclure sur le comportement possible d'une série entiére sur le bord de son disque
de convergence?

QCOP SERE.3 B

1. Rappeler la regle de D'Alembert pour les
séries numériques.

QCOP SERE.4 [ = Kg\03

Soient Z a,z" et Z b,z" deux séries entieres

n n
. , de rayons respectifs R, et R,.
2. Comment la régle de D'Alembert peut-

elle nous permettre de calculer le rayon de
convergence d'une série entiere ?

1. On suppose qu'il existe Ny € N tel que :
Vn P NO) ’an’ < ’bnl

3. Déterminer le rayon de convergence de la Comparer R, et R,.
série Y n“z" ol o € R est fixé. 2. Que peut-on dire lorsque |a,| ~ |b,|?
n
. Y *
4. Déterminer le rayon de convergence de la 3. On con&de;enque pour tout n f i\l ' 1
série Y 2"Z°". _ (=D et b, = (=1) + =
n

T n Jn ' n

Que peut-on dire?
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QCOP SERE.5 B/

Soient Z a,z" et Z b,z" deux séries entiéres

n n
de rayons respectifs R, et Rp.
On note R, le rayon de convergence de la
série entiere > (a, + b,)z".
n

1. Montrer que R, = min(R,, Ry).

2. Que peut-on affirmer lorsque R, # R, 7

3. Donner un exemple mettant en avant la
nécessité de supposer R, # R,.

QCOP SERE.6 = RO

Soient Z a,z" et Z b,z" deux séries entiéres

n n
de rayons respectifs R, et R,.
On note R, le rayon de convergence du produit
de Cauchy de ces deux séries.

1. Rappeler la définition du produit de Cauchy
des séries Y a,z" et Y _ b,z".

2. Montrer que R. > min(R,, Rp).

3. Donner un exemple ot R, > min(R,, Rp).

4. Utiliser ce qui précéde pour montrer que :
+00 1
Vx e]-L1[ D (n+1)x" = A—xp

n=0

Propriétés analytiques de la somme

QCOP SERE.7 (=Ko A

Soit Y a,z" une série entiére de rayon de
n
convergence R.

1. Sur quel domaine la série entiére converge-
t-elle normalement ? Le démontrer.

2. Sur quel domaine la fonction somme est-
elle continue ? Le démontrer.

3. Que peut-on dire de plus si la série numé-
rique Z a,R" converge?
n

QCOP SERE.9 go

1. Enoncer le théoréme d’Abel radial.

~+o00 (_1)n
2. Mont > ~——— =In(2).
ontrer que 20T n(2)

(=1)" _

T
2n+1 4

+o0o
3. Montrer que Z
n=0

QCOP SERE.8 (=Kkgo3

1. Enoncer et démontrer le théoréme d’inté-
gration terme a terme pour les séries en-
tieres de la variable réelle.

2. Que dire du rayon de convergence de la sé-
rie primitive 7
3. A l'aide de ce théoreme, retrouver le déve-
loppement en série entiere des fonctions :
x+—In(1+x) et x> arctan(x).

QCOP SERE.10 877

1. Enoncer et démontrer le théoréme de dé-
rivation terme a terme pour les séries en-
tieres de la variable réelle.

2. Soit Z a,x" une série entiere. Déterminer

n
I'expression des coefficients a,, a |'aide des
dérivées successives en 0 en de la somme.

3. En déduire que, si deux séries entiéres coin-
cident au voisinage de 0, alors leurs coeffi-
cients sont égaux.
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Développement en série entiere

QCOP SERE.11 (=Ko 3 QCOP SERE.12 4

1. Donner la définition de fonction dévelop- 1. Soit z € C.
pable en série entiere au voisinage de 0 sur
]|—-R,R[ avec R > 0.

2. Rappeler le lien, dans le cas réel, avec la
PP ! ! b) Montrer que :

série de Taylor de la fonction en 0. N
Xz

3. Enoncer et démontrer le théoréme d'unicité Vx € R, exp(zx) =) o x".
du développement en série entiere. n=0""

a) Déterminer les dérivées k-iemes de la
fonction x — exp(zx).

n

2. En déduire les développements en série en-
tiere des fonctions exp(-), cosh(-), sinh(-),
cos(+) et sin(+).

4. Que peut-on dire des coefficients du déve-
loppement en série entiere d'une fonction
paire ? d'une fonction impaire?

QCOP SERE.13 g
Soit « € R~ N.
On considere la fonction f, : x — (1 + x)* définie sur |—1, 4+-o00[ et I'équation différentielle :
(1+x)y —ay=0. (E)
1. Vérifier que f,, est solution sur |—1,4o00[ de I'équation différentielle (E,).
2. On suppose qu'il existe une série entiere Z a,x" de rayon R > 0 et de somme S, (-), vérifiant
n
I'équation (E,) sur |-R,R[.
a) Etablir une relation de récurrence entre an+1 et a, pour n € N.
b) En déduire I'expression de a, pour n € N en fonction de «, ag et n.
3. Vérifier que |'expression de a, ainsi obtenue permet bien de définir une série entiére de rayon R
strictement positif.

4. Conclure que :
a—1)..(e—=n+1)
n!

n

o = o
Vxe]-1,1], (I+x)*=1+>
n=1

QCOP SERE. 14 BoxR

1. Soit f une fonction. Compléter et démontrer I'implication suivante :
f est de classe € ...  f est développable en série entiére.
2. On consideére la fonction définie sur |—1,1] :
1 si. x=0
Montrer que f est de classe € sur |—1,1].

3. Donner un contre-exemple pour |'implication fausse en général de la premiere question.
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