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Dans toute la fiche, K désigne le corps R ou C.

Sous-espaces stables

QCOP ALIN.1 (=Ko A QCOP ALIN.2 =g

Soit E un K-espace vectoriel de dimension Soit E un K-espace vectoriel. Soit v € L(E).
n € N". Soit u € L(E). 1. Rappeler la définition des sous-espaces
1. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Don- Ker(u) et Im(u).

ner la définition de « F est stable par u ». 2. Soit v € L(E) tel que uov =vou.

2. Soit xp € E . {0g}. Montrer que
Vect {xo} est stable par u
<~ I eK: ulx) = Aoxo.
3. Soit B = (e1,...,e,) une base de E
telle que, pour tout i € [1,n], la droite
Vect {e;} est stable par u.

Quelle est la forme de Matg(u)?

a) Montrer que Ker(u) est stable par v.

b) Soit A € K. Montrer que le sous-
espace Ker(u— A ldg) est stable par v.

c) Montrer que Im(u) est stable par v.

QCOP ALIN.3 (=) %

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*,
1. Quelle est la taille maximale d’une famille libre de E ?
2. Soit u € L(E). Soit x € E ~ {0g}.
a) Justifier qu'il existe p, € N* tel que
(X, u(x), ..., u”x_l(x)) est libre et (x, u(x), ..., uP1(x), upx(x)> est liée.
On fixe un tel entier py.
b) En déduire que I'espace Vect {x, u(x), ..., upx_l(x)} est stable par u.

QCOP ALIN.4 K3 (=) %

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(E).
1. Soit F un sous-espace stable par u. Qu'appelle-t-on « I'endomorphisme induit par u sur F » ?

2. a) Montrer que I'espace F := Ker(u? + Idg) est stable par w.
b) En notant ur I'endomorphisme induit par u sur F, montrer que ug® = — Id.
c) Calculer det(ug?) et en déduire que F est de dimension paire.
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Eléments propres, spectre

QCOP ALIN.5 as

Soit E un K-espace vectoriel. Soit u € L(E).

1. Soit A € K. Donner la définition de « A est une valeur propre de u ».

2. Soit p € N*. Soient vy, ..., v, € E des vecteurs propres associés a p valeurs propres distinctes
de u. Montrer que (v, ..., v,) est une famille libre de E.
On pourra raisonner par récurrence sur la taille de la famille.

3. On suppose que E est de dimension finie.
Majorer le cardinal du spectre de u.

QCOP ALIN.6 R

Soit E un K-espace vectoriel. Soit u € L(E).

1. On suppose E de dimension finie. Soit A € K. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-

lentes :
|

(i) A est valeur propre de u;
(i) u— Aldg n'est pas injectif;
(iii) u— Aldg n'est pas bijectif;
(iv) det(u— Aldg) = 0.

2. On se place dans E = K" et on considere

KY — K"
(Un)neN — (0, Ug, Uy, Us, ... )
Montrer que u et A = 0 ne vérifient pas (ii) mais vérifient (iii).

QCOP ALIN.7 2

Soit E un R-espace vectoriel. Soit u € L(E).

u:

&
©%

1. Soit A € C une valeur propre complexe de w.

a) Montrer que \ est valeur propre de u.
b) Comment déterminer les vecteurs propres associés a \ ?

sin(f)  cos(h)

On admet que le complexe € est valeur propre de Ry.

2. Soit @ € R~ {kr ; k € Z}. On définit Ry := (Cos(e) _Si”(9)>.

a) Déterminer I'espace propre E.io(Ry).
b) Déterminer la deuxiéme valeur propre de Ry et son espace propre.
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