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Colle 2 « INDICATIONS
Fonctions, Suites, Séries

Exercice 2.1
Soit (uy,), définie par :

Ug = 1
Vne N, u,= ( cos(Up—1).

Montrer que ) _ u, converge.
n

—-1)" 1
Montrer que u, — 0, puis montrer que u, = (=1) (1 + @())
n n

Exercice 2.2
1. Déterminer a, b € R tels que la série
Z(In(n) +aln(n+1) + bln(n + 2))

n>1
converge.

2. Calculer dans ce cas sa somme.

1. Utiliser les propriétés du logarithme pour établir I'existence de a, 3 € R tels que
I6; 1
In(n) +aln(n+1)+ bin(n+2) = aln(n) + =+ 0( = ).
n n

2. Procéder par télescopage ou changement d’indice.

a+2b 1 .
1. In(n) + aln(n +1) + bin(n+2) = (1 + a+ b) In(n) + + @(/72> dol a = —2
et b= 1
+o00
2. Z(In(n) +aln(n+ 1)+ bin(n+ 2)) = —1In(2).
n=1
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Exercice 2.3
Etudier la converence uniforme de la suite de fonctions (f,), ou :
vnen, f,.| 00 7 K
x > arctan(nx),

sur les intervalles :
[0,1], ]0,1] et [a,1] avec a > 0.

La suite (f,), converge simplement vers :
0,1] — R
f- 0 si x=0
X = g si x€]0,1].

Il'y a convergence uniforme sur [a, 1] avec a > 0 mais pas sur [0, 1] ni ]O, 1].

Exercice 24

Soit f une fonction deux fois dérivable sur R, telle que f” est bornée.
Montrer que la suite de fonctions (g,), ou :
1
Vne N, g,:x+— n{f(x—l— ) - f(x)}
n
converge uniformément vers f' sur R.

1
Utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange sur les intervalles {x,x + }
n

Exercice 2.5
Soit n € N. Soient a,b € R tels que a < b.
Soient xo, ..., X, € [a, b] tels que :
Xo < X3 < -0 < Xp.
Soit f : [a, b] — R de classe "

1. Justifier qu'il existe un unique polynéme P, € R,[X] tel que :
Vk € [[O, n]], f(Xk) = Pn(Xk)-
2. Soit x € [a, b] ~ {Xo, ..., X»}. Montrer que :
(e, ¢

d, € }min(x,xo), maX(X,Xn){ o f(x) = Pa(x) = (h+ 1) P

(x — xk)

Lycée Chateaubriand 2 Mathématiques o INDICATIONS Colle 2
PSI* e 2026 — 2027 William GREGORY



1. ¢ Introduire I'application linéaire
R,[X] — R
P — (P(x0),..-,P(xn))
4 Comparer les dimensions de I'espace de départ et de I'espace d'arrivée.

¢ Etudier le noyau de cette application a I'aide du nombre de racines d'un polynéme non nul
de degré au plus n.

2. ¢ Introduire I'application
[a,b)] — R

£ t — f(t)—P,,(t)—)\ﬁ(t—xk)
k=0

ol A € R est choisi de sorte que g(x) = 0 (justifier que c'est possible, sachant que x n'est
pas l'un des xi).

¢ Vérifier que g s'annule en n+ 2 points deux a deux distincts de |min(x, xo), max(x, x,)|.
¢ Appliquer le théoréme de Rolle successivement a g, g/, ..., g(”) pour obtenir un point &, tel
que g™ (&) = 0.
¢ Conclure en dérivant (n + 1) fois I'expression de g : que valent P,("*%) (degré de P,) et la
n

dérivée (n + 1)-ieme de H (X —xx)?
k=0

G (e [- WX Méthode de Newton

Soit [a, b] un segment de R.
Soit f une fonction de classe €2 telle que f(a)f(b) < 0 et f' et f” sont a valeurs strictement
positives sur [a, b].

1. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans [a, b].

2. Montrer que la suite (x,), définie par :
f(xn)

Xo=>b et VneN, Xy =x,— 7 (%)

est bien définie et converge vers a.

3. (a) Montrer que, pour n € N, il existe £, € [x,, ] tel que :

fla) = f(xa) + f/(Xn)(a — Xp) + f”(j") (o — X")z'

(b) On note M, := sup f”(t)’ et my == inf f’(t)‘. Montrer que :
te[a,b] tE[a,b]
M, 2
VneN, |xp1—al <—|x,—al.
2m1

(c) En déduire, pour n € N, une majoration de |x, — af.
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1. Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires, puis la stricte monotonie de f.

2. Etudier le signe de f(x,) et utiliser la convexité de f (via f” > 0) pour montrer que (x,), est
décroissante et minorée par «.
3. (a) ¢ Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 2 pour f entre x, et a.
¢ Remarquer que le terme o — t garde un signe constant lorsque t € [x,, a].

4 En notant my et My des minorant et majorant de f” sur [a, b], encadrer I'intégrale
«

/Xa(oz _ 1)f"(t)dt 3 'aide de / (a — t)dt.

Xn

¢ Conclure, grace au théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a ", que :
o «
3¢ € [xm ] / (o — )F"(¢)dt = f”(gn)/ (a — t)dt.
Xn Xn

(b) Utiliser I'égalité de la sous-question précédente pour majorer |x,+1 — | en fonction de
Ixn — af?.

(C) Procéder par récurrence, en majorant |xp — «| par b — a.

2. La suite (x,,)n est bien définie, décroissante, minorée par «, et converge vers a.

3. (c) vneN, |x,,—oz|<(b—a)<(bga)M2> -

my
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