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Raisonnements

Exercice 1.5
Soit f : R — R une fonction.

La fonction f est dite paire lorsque :
Vx e R, f(—x)=f(x).

Montrer que f est paire si, et seulement si, il existe une unique fonction g : R, — R telle que :
Vx €R,  f(x) = g(x?).

Sens [=).
» Fixons g : R, — R telle que

Vx €R, g(x?) = f(x).

» Soit x €¢R. On a

Sens [<).

On suppose que f est paire. On raisonne par analyse-synthese.
ANALYSE.

» Supposons qu'il existe g : Ry — R telle que

Vx eR, g(x?) = f(x). (%)
» Soit t € R;. On évalue (x) en x =/t : on a
g(t) = g((v1)") = £(VA).

» Ainsi, si une telle fonction g existe, elle est de la forme

g:tr— f(\/E)
» De plus, toujours si existence, |'expression déterminée garantit I'unicité de g.
SYNTHESE.
N . M <pond blé
» Notons g : . Montrons que g répond au probleme.
£ r(v) que g répond au p

» Soit x € R. On a

si x>0

g(x?) = f<\/;) _ { ;E;)X) S? x<0 _ F(x).

car f est paire. Donc ’g ainsi définie répond au probléme.‘
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Exercice 1.9

Soient a,b € R tels que a+ b & Q.
Les nombres a et b peuvent-ils étre rationnels ?

» Supposons que a € Q et b € Q.
» Fixons p1,p» € Z et q1, g» € N* tels que

a=P o p="P2

a1 q2

» Alors on a n
a+b:ﬂ+@:P1Q2 ,D2CI1'

q1 q2 q1q92

» Ainsi, a+ b € Q. En effet,
> par somme de produits d'éléments de Z, on a pig2 + p2q1 € Z;
> par somme de produits d'éléments de N*, on a g1g» € N*.

» On a montré que

ae@
be@Q

» En contraposant, on a ainsi montré que

} = a+beqQ.

a+b2Q = a¢Qoub«Q.

Exercice 1.10
Existe-t-il x,y ¢ Q tels que x¥ € Q7

METHODE 1
2
Il est acquis que V2 & Q. Intéressons-nous 3 \@f
2
CAS 1. On suppose que \@f € Q. On pose

x=vV2¢Q et y=2¢&0Q.

On a alors x¥ € QQ par hypotheése.
CAS 2. On suppose que \fQﬁ ¢Z Q. On pose

x::\/iﬁg(@ et y=v2¢Q.

V2
On a alors x¥ = (ﬁﬁ) = ﬁ2 =2ecQ.
CONCLUSION.

Il existe deux irrationnels x et y tels que x¥ € Q.

METHODE 2
In(p)
In(q)

» On démontre tout d'abord que ¢ QQ pour p et g deux entiers premiers distincts.
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> On raisonne par I'absurde. Fixons (a, b) € Z x N* tel que

n(p) a

In(g) b’

> On a alors bin(p) = aln(g), d’ot, In(p®) = In(g?), donc, par passage a I'exponentielle,

p° =g’

> Comme b # 0, c'est impossible par primalité de p et g.
In(2)
» On s'intéresse au nombre v/2"®
In(2

n(2)

CAS 1. Ou bien V2" € Q. On pose

In(2)

x=V2¢Q et yizln(3)¢(@-
On a alors x¥ € QQ par hypothese.
In(2)
CAS 2. Ou bien V2"® & Q. On pose
In(2) In(3)
— In(3) —
x=12") £Q et : 2|n(2)¢(@'

Onaalors xX¥ =2 € Q.
> ‘ Il existe deux irrationnels x et y tels que x¥ € Q. ‘
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