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Colle 3

Compléments d’algébre linéaire

William GREGORY

» Aprés votre colle, il vous est demandé de reprendre les exercices
traités et de les rédiger sur feuille. Vous avez une semaine pour
faire ce travail et le déposer dans mon casier ou en ligne.

» Vous trouverez le sujet et des indications sur la page ci-contre.

Révisions d’algebre linéaire, Déterminants

Exercice 3.1 Exercice 3.2
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit n € N*. Calculer le déterminant
Soit u € L(E).
Montrer que les assertions suivantes sont équi- 3 1 (0)
valentes : 2 31
(i) E=Ker(u)®Im(u) A, = 2 3
(i) Ker(u) = Ker(2u2) 1
(i) Im(u) = Im(u). 0) ) 3
Exercice 3.3
Soit n € N*.

On dit que M = (m; ;)

1<ij<n

€ M,(R) est stochastique lorsque :

V(ij) € [Lal’, 0<my;<1 et VWie[ln], Yomy=1
j=1

Soit M € M,(R) une matrice stochastique.
1. Montrer que ‘det(/\/l)‘ <L

2. Montrer que, pour tout k € N, M est stochastique.
1

3. Montrer que, pour tout k € N*, Ry := p

=0

k-1
>~ M" est stochastique.

Lycée Chateaubriand 1
MP 1 e 2026 — 2027

Mathématiques o Colle 3

William GREGORY



https://williamgregory.fr/enseignements/2026-2027/#colles_MP1

Eléments propres, Diagonalisabilité

Exercice 3.5

Soit E un R-espace vectoriel de dimension fi- Soit n > 2. On se place dans E := R,[X].
nie n € N*. On considére I'endomorphisme f de E défini
Soit u € L(E) tel que u® + v* +u=0. par :

_ p_ pl
1. Montrer que Im(u) @ Ker(u) = E. VPeE, f(P)=P-F.

2. On suppose que u est non bijectif. 1. Ecrire la matrice de f dans la base cano-
nique (1,X,...,X") de E.

2. Montrer que f est bijectif.

Déterminer les valeurs propres de u.

3. Soit Q € E. Déterminer un polynéme P € E
tel que f(P) = Q.

4. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 3.6
Soient u et v deux endomorphismes d'un R-espace vectoriel E.

1. Soit A € R*. Montrer que :
A est valeur propre de uov <= )\ est valeur propre de v o u.

2. On considere, sur E = R[X], les endomorphismes u et v définis par :
u:Pr—>/XP et v:P+— P,
Déterminer Ker(u o v) et Ker(v o u). Le 1résultat de la question 1. reste-t-il vrai pour A =07
Remarque. La notation /1X P désigne le polynome associé a la fonction polynomiale x — /1X P.

3. Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la question 1. reste vrai pour A = 0.
Indication. On pourra utiliser le déterminant.

Exercice 3.7

Soit n € N*. Soit a € R \ Z.
On se place dans E, := R,,[X] et on considére I'application u définie sur E, par :
VP €E, u(P)=(X*—1)P' —2(nX +a)P.

1. Déterminer les éléments propres de u.

2. L'application u est-elle diagonalisable ?

3. En déduire que, pour tout P € E,, il existe une unique famille (k) _p<ren € R?™1 telle que

n

P= Y ap(X+1)"KX—1)"*
k=—n
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