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Nombres complexes

* Vrai ou faux?

. Siz=a+ibe Calors a =Re(z) et b =Tm(z).

. Si a et b sont complexes alors a+ib=0 = a=0et b=0.
. SizeRalors |z] =z ou —z.

el =1 < #=0.

s WN =

Tout nombre complexe non nul a n racines n-iemes distinctes.

résultat N

1. Faux : ceci n'est vrai que si I'on suppose de plus a, b € R.

2. Faux : ceci n'est vrai que si I'on suppose de plus a, b € R (par exemple a =1 et b = i
donnent a +ib = 0 avec a # 0).

3. Vrai.
4. Faux:onaenréalité e =1 — 0 e 2rZ.
5. Vrai.

Exercice 1218

Calculer le module et un argument de
1. z=1-i3

2. z=(1-i)" neN

3. 2= 255

résultat \

1. |z| =2etarg(z) = —g [27].
2. |z| =2"2 et arg(z) = —%r [27].

+ 8 cos(aT_B)

5 )#0,onaz=@

cette quantité, et arg(z) € {0, 7} selon son signe.

G (R EY «

. 1.
Déterminer les nombres complexes z tels que z, 1 — z et — aient le méme module.

!
3. Lorsque cos( € R, donc |z| vaut la valeur absolue de

V4
résultat
1 V3 1 V3 . .
- VY - VYL ir/3 —in/3
26{2+|2,2 |2}—{e , € }
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m * +» Equations du second degré dans C

1. Résoudre dans C I'équation z> + (1 — 4i)z + 3 + 7i = 0.
2. Résoudre dans C I'équation z° + (1 — 4i)z + —5 +i = 0.

Pour une équation du second degré az? + bz + ¢ = 0 a coefficients complexes, on calcule le
discriminant A = b% — 4ac, puis on cherche une racine carrée § = x + iy de A en résolvant le
systeme

x2—y? = Re(D)

2xy = Jm(A)

X¥+y? = |4
(Ia troisiéme équation provenant du module de 6% = A). Les deux premiéres et la troisiéme donnent
x? et y?, puis le signe de 2xy permet de choisir les signes de x et y de facon cohérente. Les solutions
de I'équation sont alors
_ —b+£é
2T T

1. z7=1—ietz=-2+5i
2. z1=1+ietz=—-2+3i

Exercice 15

1. Linéariser cos*(x), c'est-a-dire écrire cos*(x) sous la forme d'une somme de termes de la forme
acos(nx) et bsin(nx).

2. Exprimer sin(4x) comme un produit de cos(x) par des puissances de sin(x).

ix —ix ix _ ,—ix
1. Utiliser les formules d’Euler : cos(x) = % et sin(x) = %-
|

Le binbme de Newton permet de développer la somme d’exponentielles a la puissance 4.

2. Utiliser la formule de trigonométrie « sin(2a) = 2sin(a) cos(a) ».

1 1
1. cos*(x) = Z +3 cos(2x) + 8 cos(4x).

2. sin(4x) = 4sin(x) cos(x)(1 — 2sin*(x)).

Exercice 16 FE®s
Soient x € R, n € N, (a, b) € R?. Calculer :

Si=Y (Z) cos(kx) et Sp= sin(a-+ kb).

k=0 k=0
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n n
. K
¢ Pour S;, commencer par calculer Z (Z) elhx — Z <Z> (e'x) .

k=0 k=0
N\ k
(<)

n n
¢ Pour S, commencer par calculer Z gi(atkb) _ oia
k=0 k=0

X nx
S5 = 2" cos" <2> cos<2>.
. ((n+1)b
sm(i2 ) ( nb)
——=—Zsinla+ — si bd&2nZ
52 — S|n<é) 2 ¢

2
(n+ 1)sin(a) si b€ 2nZ.

Exercice 17 "

Montrer que le polyndme X* + 1 se factorise sur I'ensemble des nombres réels en produit de deux
polynomes du second degré.

On pourra chercher les racines complexes de X* + 1 (i.e. résoudre z* = —1 dans C), puis regrouper
les racines conjuguées deux a deux pour faire apparaitre des facteurs réels du second degré.

X*4+1= (x2—\/§x+1)(x2+¢§x+1).
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Polynomes

Exercice 18 P*

1. Deux polyndmes de méme degré ayant les mémes racines avec le méme ordre de multiplicité
sont-ils égaux?

2. Soit P = X" — 1. Quelles sont les racines de P ?

- Vrai/faux : un polynéme de degré 3 a au moins une racine réelle.

w

4. Pourquoi la fonction sinus n'est pas une fonction polynémiale ? (Plusieurs arguments)

1. Faux en général : ils sont égaux 3 une constante multiplicative non nulle prés (ils sont
égaux deés qu'on suppose de plus que leurs coefficients dominants coincident, par exemple
s'ils sont tous deux unitaires).

2. Les racines de P sont les n racines n-iemes de I'unité :
{ez”‘”/” ‘ ke[0,n— 1]]}

. Vrai : un polynéme réel de degré impair admet toujours au moins une racine réelle.

w

4. Plusieurs arguments sont possibles :

¢ la fonction sinus est bornée sur R, alors qu'un polynéme non constant ne |'est pas;

4 la fonction sinus admet une infinité de racines (km, k € Z), alors qu'un polynéme non
nul n'en admet qu'un nombre fini (au plus son degré);

¢ la fonction sinus est périodique, alors qu'aucun polynéme non constant ne peut étre
périodique.

Exercice 19

1. Effectuer la division euclidienne de
A=3X5+4X2+1 par B=X?>42X+3.
2. Effectuer la division selon les puissances croissantes de
A=1-2X+X34+X* par B=1+2X+X°
a l'ordre 2.

1. Le quotient est Q = 3X3 — 6X? + 3X + 16 et le reste est R = —41X — 47.
2. Alordre 2, le quotient est @ = 1 — 4X + 7X?, avec
A=BQ+X3(-9 - 6X).
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G (eilel- W] « PGCD de polyndmes

On considére les polynémes :

A=X> 43X +2X3 = X2 —=3X -2 et B=X'4+2X>+2X? + 7X +6.
1. Calculer le PGCD de A et B, que I'on notera D.
2. Trouver des polyndmes U et V tels que AU + BV = D.

1. D=X?+3X+2=(X+1)(X+2).

X-3 —X2 42X +5
. = — V = -
2. On peut prendre U 18 et 18

Exercice 21 B

Pour quelle(s) valeur(s) de a le polynéme (X 4+ 1)" — X’ — a admet-il une racine multiple réelle ?

Une racine réelle x de P := (X+1)" — X" — a est multiple si et seulement si P(x) = 0 et P'(x) = 0.
On pourra commencer par chercher les racines réelles de P, indépendamment de a (qui disparait
par dérivation), avant de déterminer la valeur de a correspondante grace a P(x) = 0.

1
a= 62 : I'unique valeur pour laquelle x = ) est racine double.

3G (I[el-W¥] « x x Polyndmes de Tchebychev

On définit une suite de polyndmes (T,),en en posant To =1, T3 = X et
Vn S N, Tn+2 = ZXTn+1 - Tn-

1. Expliciter T, et T3.

2. Déterminer le degré du polyndme T, ainsi que son coefficient dominant.
3. Etablir que :
VneN, VOeR, T,(cosf)= cos(nb).

1. Le conjecturer avec les premiéres valeurs de n, puis le démontrer par récurrence.

2. Raisonner par récurrence double et utiliser la formule

cos((n+ 2)8) = 2cos(f) cos((n+ 1)) — cos(nb).

1. T, =2X?—1et T; = 4X3 —3X.
2. deg(T,) = n.

Pour n > 1, le coefficient dominant de T, vaut 2"* (et vaut 1 pour n = 0).
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x x Décomposition en éléments simples
On pose Qy = (X — 1)(X —2)?, @ = X(X —2)%, @ = X(X —1).
1
X(X = 1)(X =2)?
2. A I'aide de cette décomposition, trouver des polyndmes Ay, A; et A, tels que :
AoQo + A1 Q1 + A Q= 1.

3. En utilisant vos connaissances en arithmétique dans R[X], que pouvez-vous en déduire sur Qo,

Qret Q7

1. Trouver la décomposition en éléments simples de F =

1. & Commencer par écrire la forme de la décomposition en éléments simples :

F=2y b,
X O X—1 X—-2 (X-=2)02

¢ Déterminer les coefficients a, b et d par multiplication puis évaluation.
¢ Déterminer le coefficient ¢ a I'aide d'un passage a la limite.

+ avec (a,b,c,d) € R*.

2. Multiplier la décomposition précédemment trouvée par X(X — 1)(X — 2)°.

3. Utiliser le théoréme de Bézout.

1 1 oo 3 1
TX(X=1)(X =22 4X X -1 4X-=2) 2(X-2)2
2. On peut prendre :

1 3
AOZ—Z, A1:1 et AQZ—ZX+2

3. Les polyndmes @, Q1, Q> sont premiers entre eux dans leur ensemble.
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Espaces vectoriels

G (e [-%Y4 ~ Vraiou Faux?

Dans tout I'exercice, E désigne un espace vectoriel de dimension n.

1. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors F U G est aussi un sous-espace vectoriel
de E.

2. Une famille génératrice de E a n éléments est une base de E.

3. R,[X] désigne I'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal 3 p. C'est un espace
vectoriel de dimension p.

4. Si F est un sous-espace vectoriel de E et dim F = dim E alors E = F.

(&)

. La notation E = Vect(uy, ..., up) signifie que (uy, ..., u,) est une base de E.

6. Une famille de n + 1 vecteurs de E est nécessairement liée.

Faux. On peut prendre F = Vect((1,0)) et G = Vect((0,1)).

Vrai.

Faux. On a dim(Rp[X]) =p+1L

Faux. On peut écrire Vect((l, 1), (2,2)) ou Vect((l, -1), (-1, 1))
Vrai.

Exercice 538

Soient les vecteurs

o s e

1 0 1
=0, w=|1 et uz= 15
1 2 1

Montrer que uy, uy et uz sont linéairement indépendants.

Montrer que le systéme
x+z=0
y+5z=0

X+2y+z=0
admet uniquement (0, 0,0) pour solution.

Exercice 54

Soient les vecteurs

1 3 5
uy = 0 s Uy = 1 et u3 = 1
—1 2 0

Montrer que uy, U, et uz sont linéairement dépendants.
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Montrer que le systéme
xX+3y+5z=0
y+z=0

—x+2y=0
admet des solutions non nulles.

L'ensemble des solutions du systeme
x+3y+5z=0

y+z=0
—x+2y=0
2
est Vect 1
-1
Exercice 55 B
Soit a € R. On note :
X
G, = y €R3;x—3y:a
z

1. L'ensemble Gy est-il un sous-espace vectoriel de R®? Si oui, donner une base de G, et sa
dimension.

2. L'ensemble G, est-il un sous-espace vectoriel de R>?

1. L'ensemble Gy est un sous-espace vectoriel de R3, de dimension 2.
3 0
La famille 1,10 en forme une base.
0 1

2. L'ensemble G, n'est pas un sous-espace vectoriel de R® car ne contient pas le vecteur
nul.

Exercice 56 "

Soit H le sous-ensemble de R* défini par
X

H={|Y| ers x+y=0
z z—2t=0
t

1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R*.
2. Ecrire la forme générale des éléments de H.

3. Donner une famille génératrice de H, une base et la dimension de H.
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1. On peut écrire H comme une intersection d’hyperplans, ou utiliser la définition.

Exercice 57 P*

1 0
- 0
H = Vect ol o
0 1
Hyperplans

et dim(H)=2.

Donner une famille génératrice, une base, la dimension et la forme générale des sous-espaces vecto-

riels suivants :

LA {() ex

X

2. B={|y| eRr?
z
X

3. C={|y| eRr?
V4
X

4. p={ Y] er?
V4
t

| 2x—|—y:0}.

XZO}.

ax —y+bz+ct=0

Ces quatre espaces sont des hyperplans.

1. A= Vect (_12> } dim(A) = 1.

2. B = Vect

3. C = Vect

4. D = Vect

|
|
|
|

ax—l—by+cz0},avec a,b,ceR, a#0.

, avec a,b,c € R.

1\ (0
ol,[1]} dimB) =2
1/ \o
_b _c
Ul o | dim(e)=2
1))
1\ [0\ /0
2B el dimep) =3
ol [1] |of( '
o/ \o/ \1
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Exercice 58 P*

1. On rappelle que €°(R) désigne I'espace des fonctions continues de R dans R.
On considére les ensembles :
A={fe@R) | VxR, f(x)=F(-x)}
et B={fc@(R) | VxeR, f(x)=—F(-x)}.

(a) Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels de G°(R).
(b) Sont-ils en somme directe ?

2. On considere les ensembles :
T 3 T 3
A:{(X,y,z) €R ‘ X—i—y—i—z:O} et B:{(X,y,z) €eR ’ X—y—l—z:O}.

(a) Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels de G°(R).
(b) Sont-ils en somme directe ?

1. Les sous-espaces vectoriels A (fonctions continues paires) et B (fonctions continues im-
paires) sont en somme directe.

2. Les hyperplans de R® A et B ne sont pas en somme directe.

Exercice 59 o

On pose E = R3[X] et on considére les deux sous-espaces vectoriels de E suivants :
Fi={PcE | PO)=P(1)=0} et R={PcE | deg(P)<1}.
Aprés avoir montré que F; et F, sont bien des espaces vectoriels, montrer que F; & F, = E.

¢ Montrer que F; N F, = {0}, en se donnnant P = aX+ b € F1 N F, (de degré 1 car P € F,) et
montrer que a = b = 0 en utilisant que P € F;.

4 Montrer que F; + F> = E, en se donnant P € E, puis en effectuant la division euclidienne de P
par X(X — 1), et montrer que le reste est dans F».
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Applications linéaires : noyau, image, rang

Exercice 608

Soit f : (x,y) — (x — y,y + 2x, x).
1. Déterminer I'ensemble de départ et celui d'arrivée de f.

2. Montrer que f est une application linéaire.

1. f:R?> — RS,

Exercice 611

Soit f : (x,y) — (2x,x — y + 3). L'application f est-elle linéaire ?

Non, car £((0,0)) = (0,3) # (0,0).

Exercice 6218

Soit f I'application linéaire de R®* — R® définie par :
V(x,y,z) €R®  f(x,y,z)=(x+y+2z, y+z x+2y+32).

1. Déterminer Ker(f), Im(f) et rg(f).

2. L'application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

-l el ) {6 )

donc rg(f) = 2.

2. L'application f n'est ni injective, ni surjective, ni bijective.

Exercice 63 B

On considére I'endomorphisme f de R® dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 -1
M=|-3 -3 3
-2 =2 2
1. Donner une base de Ker(f) et de Im(f).

2. En déduire que, pour tout n > 2, M" = 05.

2. Remarquer que Im(f) C Ker(f), donc fof = O (r3) (2 comprendre).
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1 0 1
1. Ker(f) =Vect{ | 1|, [1] ¢ et Im(f) = Vect [ -3
0 1 -2

Exercice 64 e

Soit R3[X] I'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3 a coefficients réels. On

considére :
£ R3[X] — Rs[X]
' P +— X?P"—(X+1)P' —3P.
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].
2. Déterminer une base de Ker(f) et Im(f).

3. A-t-on R3[X] = Ker(f) @ Im(f) ? En déduire une nouvelle base de R3[X].

[t

. Il faut vérifier la linéarité, mais aussi s'assurer que f est bien a valeurs dans R3[X].

2. ¢ Pour le noyau, se donner P = a3X3 + aX? + a1X + ag tel que f(P) = OR,[x]-

Puisque f(P) = (—3ag — a1) + (—4a1 — 2a2)X + (—3a» — 3a3)X3, on aboutit au systeme :
—333—a1 =0
—43;1 —2a, =0
—3a, —3a3 =0.

¢ Pour I'image, calculer f(1), f(X), f(X?) et f(X3) pour obtenir une famille génératrice de
I'image, et en extraire une base.

3. ¢ Commencer par étudier les dimensions : dim(Ker(f)) = 1 et dim(Im(f)) = 3.
¢ Etudier I'intersection Ker(f) N Im(f).
En prenant P = \(1 —3X+6X2 — 6X3) € Ker(f)NIm(f) avec A € R, on montre que A = 0
car Im(f) = Ro[X].
¢ Conclure en prenant une base adaptée a la décomposition en somme directe, obtenue par
concaténation.

N

. Ker(f) = Vect(1 — 3X + 6X? — 6X3) et Im(f) = Ry[X].
3. Ona E = Ker(f) @ Im(f) et la famille (1, X, X?, 1 —3X + 6X* — 6X*) est une base de E.
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Exercice 65 B

Soit
E={feF®RR) | 3(abc)eR’ VxR, f(x)=(ax’+ bx + c)e*}.
1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de % (R, R) et en donner une base.

2. Démontrer que I'application

E

E —
D: ‘ f — f
est un automorphisme de E.

NB : un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

3. Déterminer D! et (Idg — D)*.

3. D' <x — (ax® + bx + c)ex) o <x — (ax2 + (b —2a)x + (2a— b+ c))ex>.
¢ (Ide —DP=0.
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Calcul matriciel

Exercice 66 [

) ) 1 3 0 1
Soient les matrices A = (2 4> et B= <_1 4).

1. Calculer A+ B et —2A + 3B.
2. Calculer AB et BA. Conclure.

1 4 -2 -3
1.A+B_<1 8>et—2A—|—3B—<_7 4>.

-3 13 2 4 . o .
2. AB = (_4 18) et BA= (7 13>. Le produit matriciel n'est pas commutatif.

Exercice 67 B®

Soient les matrices

1 23 13 L
A=[0 2 1|, B=[0 4| et C:(_l 3>.
-100 2 5

Calculer AB, BA, AC, CA, BC, CB et ABC si c'est possible.

7 26 -2 7 —19 o©04
AB=1|2 13|, BC=|-4 12 et ABC=|-11 35 |.
-1 -3 -3 11 2 -7

Les autres produits ne sont pas possibles.

Exercice 68 i

Soient P et Q deux matrices réelles, carrées de dimension n.
Montrer que Tr(PQ) = Tr(QP).

Exercice 69

110 100
Soient A=(0 1 1|,I3=(0 1 0|etB=A—1Is.
0 01 0 01

1. Calculer B" pour tout n € N.
2. En déduire A" pour tout n € N.
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2. On a A= B+ 15 avec B et I3 deux matrices qui commutent, donc on peut utiliser le bindme

de Newton :
VneN, A"=(B+1)"=% (") BK13"K
o \K
010 0 01
1. B°=15,B'=[0 0 1|,B>=|0 0 0] et, pour tout n >3, B" = 0.
0 0O 0 0O

( 1) 1 n n(n;l)
2. PourtoutnGN,A”:|3+nB+LB2: 01 n
2 00 1

* x »  Calcul des puissances d’une matrice
On considére les deux matrices G et J de M3(RR) définies par :
5 3 3 111
G=1|353 J=]111
335 111

1. Déterminer une expression générale de J" pour n € N.

N

. Exprimer G en fonction de I3 et J.

3. Déduire des questions précédentes une expression générale de G”, pour n € N.
3. Utiliser le bindme de Newton avec I3 et J (possible car les deux matrices commutent).

1. J° =I5 et, pour tout n > 1, J* =3"1J.
2. G=2l3+3J.

n 11” _ 2”
3. 6" =2 + (Z (”) 32"‘12”"‘>J P R——
=1 \K 3

DG - WAN ~ + %

1. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X% —3X +2.
o 1 -1

2. Soit A=|—-1 2 —1/|. Déduire de la question précédente la valeur de A", pour n > 2.
1 -1 2
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1. Ecrire X2 —3X +2 = (X — 1)(X — 2) et la relation de division euclidienne :
Vn>2, Jam by € R,3Q, € RX]: X" =(X—1)(X—2)Qn+ apX + bn,

et déterminer a, et b, en évaluant cette relation en 1 et 2.

2. Remarquer que A% — 3A +2l3 = (A — I3)(A — 2I3) = 03, donc, avec la relation de division
euclidienne,

VYn>2, A"=a,A+ byls.

1. 2"—1)X+(2-2".
2-2" 2" -1 1-2"
2.¥n>2, A"=|[1-2" 2" 1-2"
2" -1 1-2" 2"
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Applications linéaires et matrices

Exercice 728

Soit f(x,y,z) = (x — y,2z) une application linéaire de R* dans R?.
1. Calculer f(x1), f(x2) et f(x3) avec

1 0 0
X1 = 2 , Xo = -1 et x3 = 0f.
3 2 7

2. Ecrire la matrice M de I'application linéaire f dans les bases canoniques de R? et R?.

1. f(a) = (‘61> Flx0) = @ et F(x5) = <1°4>.

1 -1 0
2. ﬂaf@can(R3),$can(R2)(f):<O 0 2>'

Exercice 73

Déterminer les matrices représentatives des applications linéaires suivantes dans les bases canoniques
des espaces vectoriels considérés :

1. fi(x,y) = (x+2y)

2. fhix,y,z) = (x,0)
3' f3(X7y) - (X_Y7X7—2y7X+Y)
4. fi(x,y,z) = (x,x + 2y, x + 22)
5. f5(x) = (x, —x, 5x)
1 00
Mt () 1) () = (1 2) ML G (70) 33 () = (0 0 o)
} _01 100
M@ g (#2) 30 (B) = | 5 M (), e (w3)(fa) = [ 120
1 0 2
1 1
1
Mt g (R),Bean(R3) (f5) = | —1
5
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Exercice 74 p*

Soit f I'application linéaire telle que :

V(x,y,2) €R® f(x,y,2) = (x,x +2y,x + 22)
Donner la matrice de |'application f dans la base formée par les trois vecteurs :

1 0 1
u; = 1 s Uy = 1 et u3 = 0
0 1 1

En notant % := (uy, up, u3), on a :

1 3 0 -1
-1 0 3

Exercice 75 F3t
Soit f : R® — R3 I'application linéaire définie par
V(x,y,z) €R®  f(x,y,z)=(x—y,x+y+2).

1. Soit E le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs

1 0 1

u; = 2 , Uy = -1 et u3 = 1

3 4 7

Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel f(E)

2. Soit le sous-espace vectoriel
X
F={|y|cR? XxX—y+2z=0
z
Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel f(F).

1. Calculer f(E) = Vect {f(u1), f(u2), f(u3)}, puis extraire une famille libre.
2. & Commencer par déterminer une base (v1,v2) du plan F.
1 0
Onpeutprendre vi = |1 ]| et v =|2].
0 1
¢ Calculer f(F) = Vect {f(v1), f(w)}.
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1. f(E) = Vect { <_1> , (;) , <g> } On peut par exemple proposer les bases :

(G ()6 (G)6)

: <_32>} et dim(f(F)) = 2.

et dim(f(E)) =

2. f(F)= Vect{(

N O
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Déterminants

Exercice 76 8

Calculer les déterminants de

> 1 a1
My=1|[10 1 M, =
111 10 0 2
21 1 0
4 — )\ 6 0 1_11_015
My=]| =3 —5-2)\ 0 M, = . o0 1 s
-3 -6 —5—)\ o3 1 1

1. Remarquer que les colonnes de M; sont liées : C; = Cs.

2. Développer par rapport 3 la troisieme ligne.
On peut méme commencer faire I'opération C4 < C4 — 2C; avant d’entamer le calcul.

3. Développer par rapport a la troisieme colonne.

4. Faire des opérations élémentaires sur les lignes ou colonnes pour faire apparaitre des 0, puis
développer suivant la ligne ou la colonne contenant le plus de 0.

det(M;) =0, det(My) =26, det(M3)=—(A+5)(A+2)(A—1), det(M,)=21.

Exercice 77 e

Soit
a+b ab 0 0
1 at+b ab 0 0
0 1 a+b ab 0 0
D, =

0
0 0 1 a+b ab
0 0 1 a+b

Trouver, pour n € N, une relation entre D,,, D1 et D,».

Développer par rapport a la premiére colonne.

Vn €N, Dpio=(a+ b)Dpp1— abD,.
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Inversion de matrices

Exercice 78 B

Inverser les matrices :

2 11 i (1) 8 8 1 2 2
Ml =1 0 2 s M2 = 1110 et M3 =121 2].
313 1111 112

Utiliser la méthode de la « matrice augmentée » : écrire la matrice a gauche de la matrice identité,
et faire des opérations sur la matrice de gauche pour la transformer en I'identité.

—11 (1) 8 8 1(0 2 2
M n’est pas inversible, Mg_l =lo -1 1 ol l\/l3_1 = 5 2 0o -2].
0 0 -11 -1 -1 3

Exercice 79 B

4 6 O
Sot M=|[-3 -5 0
-3 -6 -5

1. Calculer M3 + 6M? +3M — 10I5.

2. En déduire que M est inversible et calculer M.

-2 —6 0 10 18 0
1. M?*=(3 7 0l|leeM=]| -9 -—17 0 |, donc
21 42 25 —117 —234 —125
M3 + 6M? + 3M — 10l3 = 0s.

) L (25 30 0
2. M*lzf(/\/l2+6/w+3l3) =~ |-15 —20 o0 |.
10 0| 5 ¢
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Changement de base

Exercice 808

Soit u € L(R3) telle que

011
Matg(u)=|(1 0 1
110
dans la base canonique % = (e1, e, €3).
Calculer Matg(u) avec :
h=e +e
C= fz =e;te3
fé, = e+ 263
110 1 1 2 -1 1 4 6
ng%Cg =11 01 ) Pfg%@ = - 2 —2 1 ) Matqg(u) =—12 -1 3
01 2 S\-1 1 2 2 0
Exercice 81 I
Soit u € L(R?) telle que
4 6 O
Matg(u)=[—-3 -5 0
-3 —6 -5
dans la base canonique & = (e, e, €3).
1. (@) Calculer Matg(u) avec :
h=es

C=| h=e1—ex+tes
f3 = 261 — €
(b) Que constate-t-on?

2. Calculer, pour n € N, la matrice Matg(u)" puis la matrice Matg(u)".

1. La matrice Matg(u) donne u(e;), u(ez) et u(es). On peut ainsi calculer u(f1), u(f) et u(f).
2. & Faire un changement de base : calculer Pg_.¢, puis, en exprimant e;, e et ez en fonction
de f1, f et f3 par résolution d'un systéme, ou par calcul classique d'inverse, exprimer Pg_, .
¢ La formule de changement de base donne :
Matgg(u) = P‘%H%Mat%(u)P%H%'
puis, par récurrence :
VneN, I\/Iatgg(u)” = ngﬁgMatg(u)nPgﬁgg.
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1. Matg(u) = Diag(—5, —

0 1
2. Pg.e =10 —1 —1|, Pg_g= _2 0
1 1 0
Pour n € N, Matg(u)" = D|ag )nv
— (- 2) 2(—2)” 0
Matg(u) = ( 2)" 2(—2)"_1 0

(B (o) 2oy 22y (-5

DG (3 [-X:¥4 ~ « x Racine carrée d’une matrice

On dit qu'une matrice A de M,(R) est une racine carrée d'une matrice M si et seulement si A? = M.
Le but de cet exercice est de calculer une racine carrée de la matrice A :
112
A=1(2 11
013
Cette matrice A représente un endomorphisme f de R* dans la base canonique.

1. Donner la matrice D de f dans la base % formée des trois vecteurs :

1 1 1
Vi = -3 Vo = 4 V3 = 1
1 —2 1

2. Déterminer une racine carrée de cette matrice D.

3. En déduire une racine carrée de A.
Indication. On pourra remarquer que P~1A’P = P~1AP P7LAP.

1. D = Diag(0,1,4).
2. La matrice Diag(0,1,2) convient.

4 3 5
3. Lamatrice = | 10 3 —1| convient.
-2 3 11

Exercice 83 P

Soit f I'endomorphisme de R® dont la matrice par rapport a la base canonique (e1, e, €3) est :

15 —-11 5
A=1[20 —-15 8
8 —7 6

1. Montrer que les vecteurs
e; =2 +3ex+e3, € =3e +4ey+es, € =e;+ 2+ 2e3
forment une base de R3, que |'on notera &’

2. Calculer la matrice de f par rapport a cette base %'.

ENSAI Rennes 24 Remise a niveau o Algebre
1A ECO e 2026 — 2027 William GREGORY



1. Montrer que la famille (e}, €5, €3) est libre, en utilisant la liberté de la famille (e, e, €3).
q 1,52, %3
Sil'on se donne )\1 )\2 )\3 € R tels que )\16/ +)\2€/ +)\3€/ = 0, la liberté de la famille €1,€2,€3
) 5 1 2 3
donne le systéme suivant :

201+ 3+ A3 =0
3\ +4X +2X3=0
A1+ A2 +223 =0.

2. Calculer Ae}, Aél et Aej.

2. Matg (f) = Diag(1,2,3)
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Systémes linéaires

Exercice 8418

Résoudre les systemes (S) suivants :

2x —y+3z=9

1. {3x -5y 4+2z=—4

4x —Ty+z=5

3x -2y —3z=a

2.{2x+3y+z=0b ot (a, b, c) € R3,
17x +6y —5z=c

résultat \
1. 2.

3a+2b+7)\ 3b—2a—9)\
2. 13 ’ 13 ’

)\) : )\ER} sic=3a-+4b

sinon.

Exercice 85 e

Etudier I'existence de solutions du systéme :
xX+by+az=1
ax+by+z=1
X+aby+z=0b.

résultat

Le systéeme admet des solutions lorsque :
a=1letb=1
a=—-2etb=-2
a¢{l,—2} et b#0.
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Diagonalisation de matrices

Exercice 868

0o 2 -1
SotA=|3 -2 0
-2 2 1

1. Calculer le polyndme caractéristique P(X) = det(A — Xl3).

2. Déterminer les valeurs propres de A c’est-3-dire les racines du polyndme caractéristique. La
matrice A est-elle diagonalisable ?

w

. Déterminer une base de vecteurs propres.

4. En déduire une matrice diagonale D et une matrice de passage P telles que A= P.D.P7*.

1. Faire I'opération élémentaire C; < C; + Co + C3 pour factoriser par (1 — X), puis développer
par rapport a la derniére colonne (contenant un 0).

1. PX) = —X* = X®+ 10X —8 = —(X + 4)(X — 1)(X — 2).
2. Sp(A) = {—4,1,2}.

10 1 4
3. E_4(A) = Vect{ | =15 ¢, E;(A) = Vect{ [ 1| ¢ et Ex(A) = Vect 3
2 1 —2
10 1 4 -4 0 0
4. P=|-151 3 |etD=|[0 1 0f.
2 1 =2 0 0 2

Exercice 87 s

Soit m un nombre réel. Soit f,, I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est
1 0 1
An=1| -1 2 1
2—m m—2 m
1. Quelles sont les valeurs propres de f,, ?
2. Pour quelles valeurs de m I'endomorphisme est-il diagonalisable ?

3. On suppose m = 2. Calculer Ak, pour tout kK € N.
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1. Sp(f) = Sp(A) = {1,2, m}.
2. La matrice A est diagonalisable pour tout m € R~ {1}.

1 0 28-1
3. A% =15 et, pour tout k € N*, Ak = | =2k ok 0
0o o0 2k
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