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Exercice 128

Calculer le module et un argument de
1. z=1-i3
2. z=(1-1)" neN
el + el
3. z2=1

2
L»Onalz’ =12+ (V3)" =1+3=4, donc |z| = 2.
» En factorisant par le module, on obtient :

z= (; — |\f> = (cos(—;:) + isin(—?)) =2e7/3,
2. » On détermine d'abord le module et un argument de 1 —i :
1-i=V124+12=V2
et, en factorisant par ce module,
1—i= \@(\% — |\2) = ﬁ(cos(—Z) + isin(—Z)) —2e /4,
» Par conséquent :
= (1-i)" = (ﬁefmﬂ)” _ (\@) "o—inm/4 _ on/2 —inm/4

3. » On commence par factoriser par I'angle moitié le numérateur et le dénominateur de la
fraction :

, , atB [ a—B a—p — atB
e'“+e'5:e'%(e'7 +e 2 ):2cos(a2 ﬁ) o5

1+ei(a+5):eia§[3( —ies? —i—ea;ﬁ):Zcos(a—;ﬁ)e 5

» En supposant cos(a i 6) #0 (i.e. a+p # m [27]), le facteur ¢ se simplifie et il reste :

cos(a B)
z=—>F+—*L€cR
cos<a+ﬁ)
» Puisque z est réel, on distingue deux cas selon son signe (en supposant z # 0, i.e. « — 5 #
m [27]) :
siz>0:|z| =zetarg(z) =0 [27]; siz<0:|z|=—zetarg(z) =7 [27].

» CONCLUSION.

()
()

‘Q
s

cos(o‘

z= , arg(z) € {0, 7} selon le signe de z.

=
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)
)
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ENSAI Rennes 2 Remise a niveau o Algebre
1A ECO e 2026 — 2027 William GREGORY



Exercice 13 P*

1
Déterminer les nombres complexes z tels que z, 1 — z et — aient le méme module.
z

Raisonnons par analyse-synthese.

ANALYSE.
1

» Soit z€ C tel que |z| =1 - z| =
z

. : 1
» Ecrivons z = Re'? avec R > 0 et 6 € [0,27]. Puisque = est défini, alors R > 0.
z

1 1
I =R ce qui donne R = 7 i.e. R> = 1. Puisque R > 0, cela donne R = 1.
V4
» En factorisant par I'angle moitié, on a :
|1 —z| = ’1 - eie‘ = ’ei

1
>Ona|z|:Ret‘

donc, par les formules d’Euler,

|1 —z| = ‘—Qisin(gﬂ =2 sin(Z)’,

0
2) >0, d'ou :

0
et, puisque 0 € [0,27], on a 5 € [0, 7], donc sin

|1 — z| = 2sin

TN
N D
~_

0 1 0
» Puisque 1 = R =|1 — z|, on a donc sin<2> =5 ce qui équivaut, pour 5 e [0,7], a:
0 w o 0 57 e 0= ou 0 57
_- = — u —=— 1.€. - = u - 5 -
. 2 6 2 6 3 3
> Ainsi, z=¢€'3 ou z=¢€>3 =73
SYNTHESE.
| 3
» Réciproquement, soit z = et'3 = 5 + i\zf.
1 1
» On a immédiatement |z| =1 et H =—=1
z| |7
2
1 3 1\? 3
» De plus, 1—2_2:|:i\2f, donc |1—z]_¢(2) + <\2f> =v1=1.

valent donc bien 1 : les deux valeurs de z conviennent.

» Les trois modules |z|, |1 — z| et

CONCLUSION.
L'ensemble des solutions est :

x = 1 V31 V3
{e3,e 3}:{2—|—|2,2—|2}.
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m *+» Equations du second degré dans C

1. Résoudre dans C I'équation z> + (1 — 4i)z + 3 + 7i = 0.
2. Résoudre dans C I'équation z° + (1 — 4i)z + —5 +i = 0.

1. » Le discriminant de I'équation vaut :
A= (1—4i)?—43+7i)=(-15—8i) — (12 + 28i) = —27 — 36i.

» Cherchons § = x + iy, avec x, y € R, tel que 62 = A. On a le systéme :

Xy = o7
2xy = —36
x24+y2 = |A| =272+ 362 = /2025 = 45,

» Des deux équations x> — y? = —27 et x? + y? = 45, on tire x> = 9 et y? = 36, donc
x==+3 et y==6.
Puisque 2xy = —36 < 0, x et y sont de signes opposés. On peut donc prendre :

5 =3—6i.
On vérifie que 6% = 9 — 36 — 36i = —27 — 36i = A.

» Les solutions de I'équation sont donc :

(1—4)+3 _ (—1+4i)+(3—6i)

2 2
» On obtient :
- — 6)i 1 4+ 6)i
N Gl ) el el )L O P N+HEHO) 5 g
2 2
» CONCLUSION. L'ensemble des solutions est {1 —i, —2 + bi}.

On peut vérifier ce résultat en calculant
n+zn=-14+4i=—(1-4i) et zz=(1-0)(-2+5)=3+7i,

conformément aux relations coefficients-racines.

2. » Le discriminant de I'équation vaut :
A= (1—4)2—4(-54+i)=(—15—8i) — (—20 + 4i) = 5 — 12i.
» Cherchons § = x + iy, avec x,y € R, tel que 62 = A. On a le systéme :

%2 —y2 _ 5
2xy = —12
x2+y? = |A]=52+122 =169 = 13.

» Des deux équations x> — y?> = 5 et x> + y2 = 13, on tire x> = 9 et y? = 4, donc

x==+3 et y==2
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Puisque 2xy = —12 < 0, x et y sont de signes opposés. On peut donc prendre :

0 =3-2i
On vérifie que 0> =9 — 4 — 12i =5 — 12i = A.

» Les solutions de I'équation sont donc :

Lo —(1-a)Es  (C1+4)+(3-2)

2 2

» On obtient :

Zl:(—1+3)2+(4—2).:1+i o 2o (—1—3)2+(4+2)| o

» CONCLUSION. L'ensemble des solutions est {1 +i, —2 + 3i}.

On peut vérifier ce résultat en calculant
z+z=-14+4i=—(1-4)) et zz=(1+i)(-2+3)=-5+i,

conformément aux relations coefficients-racines.
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Exercice 16 "

Soient x € R, n € N, (a, b) € R?. Calculer

Si=3 (Z) cos(kx) et

k=0

Calcul de S;.
» Introduisons la somme complexe :

. . n ikx g n ix k

B HEEIHICE

de sorte que S; = Re(T).

» Par la formule du bindme de Newton : .,
T:(1+éﬁ.

» On factorise 1 + e par I'angle moitié :

ix _ %[ —i% i\ _ X\ iz
1+e fez(e 2—|—e2)2cos(2)e2.

n
T = <2 cos<)2<)> el —on cos”()2<> el

» On en déduit :

» En prenant la partie réelle :

S1=Re(T)=2" cos"(;) cos(’?).
Calcul de S;.

» Introduisons la somme complexe :
n n
U — Z cilatkb) _ gia Z (eib)k7
k=0 k=0
de sorte que S, = Jm(U).

» CAS1.e2=1,ie bec271Z. Ona U= (n+ l)eia, d'ou :
So = (n+1)sin(a).
> CAS 2. e +£1 je sin<§) # 0. La somme géométrique donne :
eiln+1)b _ 1

n
Z(eib)k _
ib _
. , k=0 1 s
» On factorise numérateur et dénominateur par |'angle moitié :

ei(n+1)b 1= ei(n+21)b <ei(n+21)b B ei(nél)b) _ o sin<(n zl)b) ei(n+21)b
el 1= eig (eig — e’ig) = 2isin(§) eig.

sin(%)

2 ey ey

» En simplifiant le rapport, on obtient :
. 1)b
k Sm((n—;) ) ()b b

2

k=0 2

» On en déduit :
Ln(22) e sin(U52)

Sin(2b)e2:e-(

U=e 7
Sln(§>
» En prenant la partie imaginaire :

. ((n+1)b
sin( 52
S, =Im(U) = <2)sin<a+ nb)

sin( )

i a—l—"—b

S, = sin(a+ kb).
k=0

)
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Exercice 17 "™

Montrer que le polyndme X* + 1 se factorise sur I'ensemble des nombres réels en produit de deux
polynémes du second degré.

» Recherche des racines.

Soit z € C tel que z* = —1. Puisque —1 = €', les solutions sont :
Z, = eiﬁfkw, k € [0, 3],
ie. :
70 = ei7r/47 7 = ei37r/4’ 7y = ei57r/47 z3 = ei77r/4'

Ces quatre racines sont deux a deux distinctes, donc simples (leur nombre égale le degré de X* +1).
» Regroupement des racines conjuguées.

On remarque que :

—im/4 _ ei(27r—7r/4) _ ei77r/4 —i3m/4 _ ei57r/4

H=e = z3, et zZH=¢e
On regroupe donc les racines en deux paires de conjuguées : {zp, z3} et {z1, 2 }.
» Facteur associé a {zy, z3}.

Puisque |z| =1
(X = 20)(X — z3) = (X — 20)(X — Z5) = X® — 2%Re(z0) X + | 20> = X® — 2cos(Z>X + 1.

2

Comme cos<7r> = £ on obtient :

4 2
(X —z0)(X —z3) = X% —V2X +1.

= Z7.

» Facteur associé a {z,z>}.
De méme :

X —z)(X—2z)=X%— 2cos<3:>x+ 1.
V2

3
Comme cos() = ———, on obtient :

4 2
(X —z1)(X — 22) = X> + V2X + 1.
» Les polyndmes X* + 1 et <X2 —V2X+ 1) (X2 +V2X + 1) sont deux polynémes unitaires de
degré 4, ayant les mémes racines zy, z1, 20, z3, toutes simples : ils sont donc égaux, i.e. :
XH41= (X2 = V2X+1) (X2 + V2X +1).
Les deux facteurs obtenus sont bien a coefficients réels, et irréductibles sur R[X] puisque leurs
racines (2o, z3 d'une part, z1, zp d’autre part) ne sont pas réelles.
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Exercice 1918

1. Effectuer la division euclidienne de
A=3X5+4X2+1 par B=X>42X+3.
2. Effectuer la division selon les puissances croissantes de
A=1-2X4+X34+X* par B=1+2X+X°
a l'ordre 2.

1. » Etape 1.

Le terme dominant de Ry = A est 3X>, celui de B est X2, donc g1 = 3X5/X2 = 3X3. On
calcule g1 B = 3X® + 6X* + 9X3, d'ou :

Ri=Ry— q1B=—6X*—0X34+4x2+1.

» Etape 2.
g2 = —6X* /X% = —6X?. On calcule goB = —6X* — 12X3 — 18X2, d'oli :

Ry = Ry — qoB = 3X3 + 22X° + 1.

» Etape 3.
g3 = 3X3/X2 = 3X. On calcule g3B = 3X3 4 6X? 4 9X, d'ob :

R3 = Ry — g3B = 16X%2 — 9X + 1.

> Etape 4.
gs = 16X2/X? = 16. On calcule g4B = 16X? 4 32X 4 48, d'ot :

R4 = R3 — q4B = —41X —47.

On adegRy =1 <2 =degB : le processus s'arréte ici, avec R = Rj.
» En sommant les quotients partiels g1, g2, g3, g4 obtenus a chaque étape :

Q=q+@+q3+qs=3x3—6X2+3X+16 e R=—41X—47,

avec A = BQ + R.

2. » Etape 1.

On pose Ry := A. Son terme de plus bas degré est le terme constant 1, donc g1 = 1/1 = 1.
On calcule 1B =1+ 2X + X2 d'ol :

Ri=Ry— qiB=—4X — X%+ X34+ X*.

» Etape 2.
Le terme de plus bas degré de R; est —4X, donc g» = —4X/1 = —4X. On calcule 2B =
—4X — 8X2 — 4X3, d'oli :
Ry = Ry — qoB = 7X? 4+ 5X3 + X*.
» Etape 3.

Le terme de plus bas degré de R, est 7X?, de degré 2 = n : C'est la derniére étape, avec
g3 = 7X?/1 = 7X2. On calcule q3B = 7X2 + 14X3 + 7X*, d'oui :

R3 = Ry — g3B = —9X° — 6X*.
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Le reste Ry = —9X3 — 6X* = X3(—9 — 6X) est bien divisible par X3 = X"*1 : |e processus
s'arréte ici.
» En sommant les quotients partiels gi, g2, g3 obtenus a chaque étape :

Q=q+q@+qg=1—4X+7X2

avec
A= BQ+ X3(—9 — 6X).
On retrouve ainsi le début du développement limité en 0 de
A 1-2X+X3 X
B 1+42X+X?
qui vaut :
A 2 2
B =1-4X+7X* +¢(X?).
ENSAI Rennes 9 Remise a niveau o Algebre
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m * PGCD de polynémes

On considére les polynémes :
A=X 43X +2X3 —X? —3X -2 et B=X*"+2X>+2X>+7X+6.

1. Calculer le PGCD de A et B, que I'on notera D.
2. Trouver des polyndmes U et V tels que AU + BV = D.

1. » Division de A par B. On a deg A = 5 et deg B = 4. On élimine le terme dominant de A 3
I'aide de X - B, puis celui du reste obtenu a l'aidede 1- B :

A—X.-B=X*"—-8X?>-09X -2,
(x4—8x2—9x—2) — B=—2Xx3_-10X2 - 16X — 8.
On obtient ainsi :

A= QB+ R, Qu=X+1, Ry = —2X3 — 10X? — 16X — 8.

1
» Division de B par R;. Le quotient s'obtient en deux étapes : X*/(—2X3) = _EX' ce qui
3
donne un premier reste intermédiaire —3X3 — 6X? 4+ 3X 4 6; puis —3X3/(—2X3) = 5 ce qui
donne :
B=QRi+Ry, @Q="7- R=0X +27x+18:9(x +3x+2).

» Division de Ry par R>». De méme, on trouve :

2X + 4
R1:Q3R2—|—R3, Q3:— 9 s R; = 0.

» Le dernier reste non nul est donc Ry = 9(X2+3X+2). En le rendant unitaire (i.e. en
divisant par son coefficient dominant 9), on obtient :

D=X?>4+3X+2=(X+1)(X+2).

On peut vérifier que —1 et —2 sont bien racines communes de A et B :
A(-1)=B(-1)=0et A(—2) = B(-2) =0.

2. » D’apres la division de B par Ry :
R, =B— @QRy.
» D’'apres la division de A par B :
Ri=A-@ B
» En substituant cette expression de Ry dans celle de R :

Ro=B— Q(A— QiB)
= —QA+(1+ Qi@)B.

ENSAI Rennes 10 Remise a niveau o Algebre
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3-X  —X242X+3

» Calculons 14+ Q1 Q2. Ona @1 @, = (X+1) 5 5 donc
2 -X24+2X+3 —X242X+5
1+ Q= = :
2 2
» On obtient donc :
X — —X% 42X
Ry= X34 X H2XES 5
2 2
» Puisque R> = 9D, il vient, en divisant par 9 :
X-3 —X2 42X +5
= B
b 18 At 18 ’
. X-3 —X? 42X +5
i.e. on peut prendre U = 18 et V= 13
ENSAI Rennes 11 Remise 3 niveau e Algébre
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Exercice 21 B8

Pour quelle(s) valeur(s) de a le polyndme (X 4 1)" — X’ — a admet-il une racine multiple réelle ?

Mise en place.
» Posons P := (X 4 1)" — X" — a. Un réel x est racine multiple de P ssi P(x) =0et P'(x) =0.
» On calcule :

P =7(X+1)® —7X® = 7((X + 1)° — X°).
Remarquons que a a disparu par dérivation : les racines réelles de P’ ne dépendent donc pas de a.

Recherche des racines réelles de P’.
» Soit x € R tel que P'(x) =0, i.e. (x +1)® = x% Pour u,v € R, on a I'équivalence :
l.l6:V6 <~ u=vouu=-—v.
» En appliquant ceci a u = x + 1 et v = x (non tous deux nuls) :
(x+1)°=x% «— [x+1=x ou x+1=—x].

Le cas x + 1 = x est impossible. Le cas x + 1 = —x donne 2x = —1, j.e. x = —5
1
» Ainsi, P’ admet donc une unique racine réelle : x = —5 C'est donc I'unique candidat possible
pour une racine multiple réelle de P.
Détermination de a.
1 1 1
» |l reste a choisir a tel que P(—2> = 0. En notant que 5 +1= 5 :
P(3)-G) - (3) =)+ ()~
—)=(=z] - |-=2) —a={= -] —a= — —a=——a
2 2 2 2 2 128 64 °
La condition P )= 0 équivaut donc a :
1
a=—.
64
» La seule valeur de a pour laquelle (X + 1)7 — X" — a admet une racine multiple réelle est :
a 1: ar
la racine multiple correspondante étant x = —5

On peut vérifier que cette racine est exactement double, en calculant

S 1 1\*  [1\° 1 21
(1) =a() ¢ () sen =2 o

ENSAI Rennes 12 Remise 3 niveau e Algébre
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x x Décomposition en éléments simples
On pose Qy = (X — 1)(X —2)%, @ = X(X —2)%, @ = X(X —1).
1
X(X —=1)(X —2)*
2. A I'aide de cette décomposition, trouver des polyndmes Ay, A; et A, tels que :
AoQo + A1 Q1 + A @ = 1.

3. En utilisant vos connaissances en arithmétique dans R[X], que pouvez-vous en déduire sur Qo,

Qret Q7

1. Trouver la décomposition en éléments simples de F =

1. » Commencons par déterminer la forme de la décomposition en éléments simples de F.

> Le dénominateur est scindé a racines dans R, avec un péle simple en 0, un pole simple
en 1, et un pdle double en 2.

> La décomposition en éléments simples de F dans R(X) est donc de la forme :

Fo2y b e d
X X—-1 X-—-2 (X-=2)2

avec (a,b,c,d) € R*%.

> Il reste a déterminer les quatre coefficients a, b, ¢, d.

» On cherche les coefficients des pdles simples et du pdle d'ordre maximal, par évaluation
directe.

> Coefficient a. On multiplie par X et on évalue en X =0 :

1
X=X =22l (-1)x4 4

> Coefficient b. On multiplie par X — 1 et on évalueen X =1 :

1 1

a= lim XF(X) =
X—0

1 1
= lim(X—1)FX)=————| =-——=1.

b= JimX=DF) = sx 27|, _, ~1x1

> Coefficient d. On multiplie par (X —2)? et on évalue en X = 2 :
1 1 1
d=lm(X-22FX)=g—r| =s—"=_.
Am X =27 F) = S =1y, T 2x1 2

» Pour déterminer le coefficient ¢, on effectue un passage a la limite en +oc.
> On multiplie la décomposition par X :

bX X dX
X F(X) = .
X =t T X T x—ap

> Puisque deg(XF) =1—-4=—-3<0,0na XF(X) —— 0.

X——+o00
X X
> De plus, , 1let > 0
EPHS X1 Xotee X =2 Xotoo T (X = 2)2 Xorteo
> En passant a la limite dans I'égalité ci-dessus :
0=a+b+c,
d'ou :
1 3
c a 1 1
ENSAI Rennes 13
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» On obtient finalement :

1 1 1 3 1

XX—D(X =22 aX "X—1 aX-2) 2Xx—2)

2. » En multipliant la décomposition de la question précédente par X(X —1)(X —2)?, on obtient :
1=a(X—1)(X =22+ bX(X =2)% + (c(X —2) + d)X(X — 1)
=aQo+bQr+ (c(X—-2)+d) Q.
» On pose donc
Av=a Ai=b e Ar=c(X-2)+d,
ce qui donne, avec les valeurs de la question précédente :

1 3 1 3
Ag—*z7 Ai1=1, et Ag—*Z(X*2)+2—*ZX+2.

3. » L'identité AgQp + A1 Q1 + A>Qo = 1 est une identité de Bézout. Cela montre que Qp, Q1,
Q@> sont premiers entre eux dans leur ensemble, i.e. que leur PGCD commun vaut 1.

» En revanche, Qy, Q1, Q> ne sont pas premiers entre eux deux a deux : par exemple,

QA =X-22 QAQ=X-1 e GAGQ=X

ENSAI Rennes 14 Remise a niveau o Algebre
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Exercice 65 g

Soit
E={feFRR) | 3(abc)eR’ VxR, f(x)=(ax’+ bx + c)e*}.

1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de % (R, R) et en donner une base.

2. Démontrer que I'application
E

E —
D: ‘ f — f
est un automorphisme de E.

NB : un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

3. Déterminer D! et (Idg — D)*.

1. » On vérifie aisément que E est un sous-espace vectoriel de # (R, R).

» La famille & = (x — x2eX, x — xeX, x —> e¥) est une base de E.

> La famille & est génératrice de E par définition.
> Montrons que & est libre dans E. Soient A, 4, v € R tels que :

Vx € R, Ax%eX + puxeX +veX=0.

Montrons que A = u = v = 0. En divisant par € # 0 pour tout x € R, on a :

Vx €R, Ax’+ux—+v=0.
En particulier, en prenant x = 0, on obtient que v = 0. Ensuite, on a :

Vx €R, (Ax+p)x=0,

d'ou, en prenant x =1et x=2,0n a:

A+p=0 et 22 +p=0,
donc A =0, puis p = 0.

Cette preuve est assez manuelle. L'argument plus général que I'on peut
utiliser est la liberté de la famille de fonctions polynomiales

(x — X%, x — x,x — 1).

2. » L'application D est correctement définie, et est linéaire par linéarité de la dérivation.
» En effet, D est bien a valeurs dans E.

Soit f € E. Fixons a, b, ¢ € R tels que, pour tout x € R, f(x) = (ax? + bx + c)e*. Alors f est
dérivable et,

Vx € R, D(f)(x) = (ax® + bx + ¢ +2ax + b)e* = (ax® + (2a + b)x + (b + ¢))e*.

» Montrons que D est injective.

Soit f € E. En supposant que D(f) = 0, on a, en divisant par € et par liberté de la famille
(x — x?,x — x, x — 1), on obtient le systéme

a=>0
2a+b=0
b+c=0.
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Ce systeme triangulaire donne immédiatement que a= b = c =0, donc f = 0.

» L'endomorphisme D étant injectif dans |'espace E de dimension finie, il est bijectif.
. Détermination de DL

» Soit g € E. Fixons a, b, c € R tels que :

Vx € E, g(x) = (ax?®+ bx + c)e*.

» L'application D étant surjective de E dans E, cherchons f € E telle que D(f) = g.
» On raisonne par analyse-synthése.
> On note o, 8,7 € R tels que :

Vx €R, f(x) = (ax®+ Bx + 7)e~.
> Alors f est dérivable et :
¥x € R, D(f)(x) = (ax?® + (2a + B)x + (B +7))e*.
> En identifiant dans la base de E, on obtient :

a=a
20+ =0>b
B+7v=c,

ce qui donne :

a=a p[f=b—-2a et y=c—p=2a—b+c.
» Ainsi, on a :

Vx € R, f(x)= (ax® + (b —2a)x + (2a— b+ c))e*.

» On vérifie que D(f) avec f ainsi proposée donne bien g, ce qui conclut.
» On a donc:

D1 (X — (ax? + bx + c)ex> — (X — (ax® + (b —2a)x + (2a— b+ c))ex).

Détermination de (Ide — D)3.
» Soit f € E. Fixons a, b, c € R tels que :

Vx €R, f(x) = (ax® + bx + c)e~.
» Ona:

Vx € R, (Idg — D)(f)(x) = f(x) — f'(x) = (—2ax — b)e*.
On remarque que Idg — D fait baisser le degré du polynéme.

» Ensuite, pour tout réel x, on a :
(Ide — D)?()(x) = ((—2 x 0)x — (—2a))e* = 2ae*,
puis :
(Ide — D)*(F)(x) = ((—2 x 0)x — 0)e* =0,
donc (Idg — D)* = 0.
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Exercice 83 P*

Soit f I'endomorphisme de R® dont la matrice par rapport a la base canonique (e1, e, 3) est :

15 —-11 5
A=1[20 —15 8
8 —7 6

1. Montrer que les vecteurs
e; =2 +3ex+e3, € =3e +4ey+e3, € =e;+ 2+ 2e;
forment une base de R3, que |'on notera &’

2. Calculer la matrice de f par rapport a cette base %'.

1. » Commencons par montrer que la famille (e}, €3, €}) est libre.
» Soient A1, A2, A3 € R tels que A\1€] + \oe) + Az = 0. Montrons que A\; = \p = A3 = 0.
» Par définition de €], €) et €}, cette égalité s'écrit :

A1(2e1 + 3ep +e3) + A2(3e1 + 4ep + e3) + A3(e1 + 2ep + 2e3) =0,
c'est-a-dire :

(21 +3X2+ A3)er + (BA1 +4X2 + 2X3)ex + (A1 + A2 + 2X3)e3 = 0.
» La famille (e1, ez, e3) étant libre, on en déduit le systeme :

2201 +3X4+2A3 = 0 (Ll)
3A1 +4X 4+ 23 0 (Lz)
AM+A+2)3 = 0 (L3).

» On échange L, et L3 pour faciliter les calculs :

AM+X+2x = 0 (L)
31 +4X +2)3
2A1+3x0+X3 = 0 (L3).

Il
o
—
—

N
~

AM+X+2x3 = 0 (Ly)
Xo—4h = 0 (L)
=3\ = 0 (Ls).
» On élimine A\, de (L3) par I'opération L3 < L3 — Ly :
A1+ +2x3 = 0 (L1)
-4\ = 0 (Lp)
A3 = 0 (L3).

» Ce systeme triangulaire donne, en remontant, A3 = 0, puis A = 0, puis A\; = 0.

» Ainsi, la famille (€], &), €}) est libre.

» Puisque dimR3 = 3 et que cette famille comporte trois vecteurs, c’est une base de R3, que
I'on note %’
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2. » On calcule :

15 —11 5\ (2 2
Ad, = (20 —15 8| |3|=[3]|=¢€
8 -7 6/ \1 1
15 —11 5\ (3 6
Ady=[20 —15 8| |4|=|8]| =26
8 -7 6/ \1 2
15 —11 5\ (1 3
Ady=[20 —15 8| |2|=|6|=36.
8 -7 6/ \2 6

» Ainsi, €], € et €} sont des vecteurs propres de f, associés respectivement aux valeurs propres
1, 2 et 3. Les colonnes de Matg () étant les coordonnées de f(e}), f(€}) et f(€}) dans la base
%', on obtient directement :

Matg (f) = Diag(1,2, 3).

On retrouve ainsi que A est diagonalisable, de valeurs propres 1, 2, 3, et que
P’ en est une base de vecteurs propres.
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Exercice 84 P

Résoudre les systemes (S) suivants :

2x —y+3z=9

1. {3x—5y+z=—4

dx —Ty+z=5

3x -2y —3z=a

2. {2x+3y4+z=05b ou (a, b, c) € R,
17x+6y —bz=c

1. » On considére le systeme :

2x—y+3z = 9 (L)
3x —by+=z
4x —Ty+z = 5

I

|
D
—~~
—

N
~

Mettons en ceuvre la méthode du pivot de Gauss pour le résoudre.
» Premiére étape : éliminer x dans (L) et (L3) grace au pivot de (L1).

3
On fait les opérations Ly <+ Ly — ELl et L3 + L3 — 2L1, ce qui donne :

2x—y+3z = 9 (L1)

777 35

Lyt 222 (L
2V T 2% >y (L)
-5y —5z = —13 (Lj3),

d'ou, en simplifiant (L2) (pour alléger les calculs),

2x —y+3z = 0 (Ll)
y+z =5 (L2)
—5y —5z = —13 (L3)

» Deuxieme étape : éliminer y dans (L3).
On fait I'opération L3 « L3 — (—5)L2, ce qui donne :

2x — y + 3z = 9 (Ll)
y+z = 5 (Lg)
0 = 12 (Ly)

» La derniére ligne étant impossible, ce systéme n'a pas de solution.

2. » On met en ceuvre la méthode du pivot de Gauss pour résoudre le systéme :
3x -2y -3z = a (Ly)
2x+3y+z = b (L)
17x+6y —5z = c (L3).
» On commence par échanger (L) et (L2) :

2x+3y+z = b (Ly)

3x —2y — 3z
17x+6y —5z = c (L3).

|

)
—~

—
N
~
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» Eliminons z de (L,) et (L3) par les opérations Ly <— Lo 4 3L et L3 < L3 + 5L :

2x 4+ 3y + z b (Ll)
O9x+7y = a+3b (L2)
27x+2ly = c+5b (L3).

» Eliminons x de (L3) par I'opération L3 < L3 — 3L :
2x+3y+z b (Ly)

9x+7y = a+3b (Lo)
0 = c—3a—4b (L3).

» |l apparait une condition de compatibilité, ce qui nous fait distinguer deux cas.
CAS 1.3a+4b # c.

Le systeme n'a pas de solution.

CAS 2. 3a+4b=0.

On peut continuer le travail avec les deux premiéres lignes.

Apreés élimination, il ne reste que deux équations utiles pour trois inconnues.
Il manque donc une information pour tout déterminer. On choisit alors de
laisser une inconnue libre, ici z (que I'on renomme en A € R), et on exprime
les deux autres inconnues en fonction de ce paramétre.

> Pour éliminer x, faisons L1 < 9L :

18x +27y +9z = 9b (Ly)
Ix+7y = a+3b (L),

puis L1 < Ly — 2Ly pour éliminer x :

13y+9z = 3b—2a (Ly)
I9x+7y = a+3b (L)
> Posons z := A € R. On obtient donc :

_3a+2b+7X
a 13

_ 3b-2a-9\
-2

X y

» L'ensemble des solutions est donc :

{ {(3a+2b+7x\ 3b—2a—9\

3 3 A) ; )\GR} sic=3a+4b

) sinon.
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Exercice 85 [y

Etudier I'existence de solutions du systéme :
XxX+by+az=1
ax+by+z=1
x+aby+z=0>b.

» On considére le systéme :
x+by+az = 1 (L)
ax+by+z = 1 (L)
x+aby+z = b (L3).
» Eliminons x de (Lp) et (L3) par les opérations Ly + Ly —alj et L3 + L3 — Ly :
X+by+az =1 (L)
b(1—a)y+(1-a*)z = 1-a (L)
—b(l—a)y+(1—a)z = b—1 (L3).
» Une premiére disjonction de cas apparait : a=1ou a # 1.
» Placons-nous dans le cas a = 1.
> Le systéeme devient :
x+by+z =1 (Ly)
0 =0 (L2)
0 = b—1 (L3).
> Ce systeme admet des solutions si, et seulement si, b = 1 (pour garantir la véracité de (L3)).
» Supposons désormais a # 1.
» On peut diviser (L2) et (L3) par 1 — a et considérer :

Xx+by+az =1 (Ly)
by+(1+a)z = 1 (L2)
b—1
—by+z = 1- 4 (L3)
» En faisant L3 < L3+ Ly, on a:
X+by+az =1 (Ly)
by+(1+a)z = 1 (L2)
b—a
(2+a)z = 1= (L3).
» Placons-nous dans le cas a = —2.
> La ligne (L3) est vraie si, et seulement si, b = a, c'est-a-dire b = —2. Le systéme devient :

x—2y—2z = 1 (L)
—2y—z = 1 (Ly).
> Ce dernier systeme admet un plan de solutions.
» Supposons désormais que a # —2.
> La ligne (L3) permet d'exprimer z en fonction de a € R\ {—2,1} :
b—a
(1-a)2+a)
> Lorsque b # 0, la ligne (Ly) permet d'exprimer y, puis la ligne (L1) permet d'exprimer x : le
systeme admet alors une unique solution.
> Lorsque b =0, la ligne (L) devient

(1+a)z=1,
ce qui impose a z une valeur devant coincider avec celle donnée par (L3).
—a
En substituant z = ———— dans (1 4+ a) z = 1, on obtient, aprés simplification, I'égalité
(1-2a)2+a) (1+2) P P &
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0 = 2, qui est toujours fausse, quel que soit a € R \ {—2,1}.
> Ainsi, lorsque b =0 et a ¢ {1,—2}, le systéme n'admet aucune solution.
» Finalement, le systéme admet des solutions lorsque :
a=letb=1
a=—-2etb=-2
a¢{l,-2} et b#0.
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Exercice 87 P

Soit m un nombre réel. Soit f,, I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est
1 0 1
An=1 -1 2 1

2—m m—2 m

1. Quelles sont les valeurs propres de f, ?

N

. Pour quelles valeurs de m I'endomorphisme est-il diagonalisable ?

3. On suppose m = 2. Calculer A,*, pour tout k € N.

1. Ona:

X—-1 0 -1
XA, (X) = 1 X =2 -1
m—2 2—m X—m

X=2 -1 1 X-=2
_(X_l)’2—m X—m|_|m—2 2—m|

—(X—D(X=2)(X—m)+2—m) — (2—m—+ (X —2)(2—m))
= (X=1)((X=2)(X=m)+2—m) — (X —1)(2— m)
= (X=1)(X=2)(X —m),

donc Sp(Anm) = {1,2, m}.
2. ¢ Lorsque m # 1,2, la matrice A,, admet trois valeurs propres distinctes, donc elle est diago-
nalisable.
¢ Lorsque m = 1, puisque x4,(X) = (X — 1)?(X — 2), il faut vérifier la dimension de I'espace
propre associé a la valeur propre 1.
1
1
0
valeur propre double de A;. Donc A; n'est pas diagonalisable.

On a E;(A1) = Ker(A; — I3) = Vect , donc dim(E1(A1)) = 1 alors que 1 est une

¢ Lorsque m = 2, puisque x4,(X) = (X — 1)(X — 2)?, il faut vérifier la dimension de I'espace
propre associé a la valeur propre 2.

1 0
On a Ex(Az) = Ker(Ay — 2l3) = Vect¢ |0, [1] ¢, donc dim(E2(A2)) = 2, donc la
1 0

dimension de I'espace propre et la multiplicité de la valeur propre coincident. Donc Aj est
diagonalisable.

3. » La matrice A, est diagonalisable.

1
» Par calcul, on trouve E;(Az) = Ker(Az — I3) = Vect | 1
0
1 1 0
On pose % = 11,]01(,]1 et on a
0 1 0

Matg(5) = Diag(1, 2,2).
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» En notant P, .= Matg,_, (%) = et D, .= Diag(1,2,2) on a:

O = =
= O
o = O

A> = P2D2P2_1.
» Par récurrence, on a :
Vk € N, Agk = P2D2kP2_1.

» On calcule I'inverse de P, par la méthode de la « matrice augmentée » :

110|100 1 1 0,1 00
1 0 1/]0 1 0 = 0 -1 1|-1 1 0
010/00 1) Bebh 0 1 0[O0 01
1 1 01 00O
= 0O -1 1|-1 1 0
Bebtb o 0 1]-1 11
11 0|1 0 O
= 01 —-1]1 10
ez g0 1 |-1 1 1
1101 00
= 010, 0 01
bl 00 1/-111
1001 0 -1
= 01 0/0 0 1
hebmb \g0 1)-1 1 1

» La matrice D, étant diagonale, on a, pour tout k € N,

D> = Diag(1,2%,2%),

Par produit matriciel, on obtient :
|3 sik=0
1 0 2F-1
k _
VkEN, A= —ok ok 0 sinon.
0o o0 2k
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